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Aus den Anfingen der Infinitesimalrechnung

Von Harro Heuser in Karlsruhe

Kaum ein anderes Stlick der Mathematikgeschichte ist so bewegt und
bewegend und so sehr in den Gesamtkosmos des Geistes eingefiigt wie
die Geschichte des Ringens um die ,Infinitesimalrechnung”. Es ist eine
lange und dramatische Geschichte, eine Geschichte mit Aufschwiingen und
Abstiirzen, mit Freundschaften und Feindschaften — eine sehr menschli-
che Geschichte. In diesem Geist will ich ein weniges von ihr erzdhlen. Ich
beginne mit Pythagoras von Samos, geb. um 570 v. Chr.

Hiiten wir uns davor, in Pythagoras nichts anderes zu sehen als den Mann
des Dreieckssatzes. Erstens stammt der Satz gar nicht von ihm, und zwei-
tens war Pythagoras im Hauptberuf nicht Mathematiker, sondern Erléser,
der im siiditalienischen Kroton ein florierendes Heiligungsinstitut betrieb.
Diesen Mann aber hat Bertrand Russell einen der bedeutendsten Men-
schen genannt.! Was ist das Bedeutende an Pythagoras? Gewif nicht
sein Gebot, um alles in der Welt keine Bohnen zu essen. Das Bedeu-
tende ist seine kiihne These, die Welt sei ganz und gar mathematisch
strukturiert. ,Alles ist Zahl.“ Diese Eingebung des Pythagoras ist An-
fang und Wegweiser der mathematischen Naturwissenschaft geworden —
und wie sehr eine nach Mathematisierung dringende Wissenschaft die
»Infinitesimalrechnung® férdern mufite, werden wir noch sehen.?

Unmittelbarer mit der ,Infinitesimalrechnung® hat eine Entdeckung zu
tun, die im Kreis der Pythagoreer gemacht wurde: die Entdeckung, dafl
es inkommensurable Strecken gibt und entsprechend auch inkommensu-
rable Flichen und Volumina. Das aber hatte verheerende Folgen! Da die
griechischen Mathematiker nur natirliche Zahlen benutzten, konnten sie
beispielsweise nun nicht mehr unbefangen zwei Fliachen F}, F; miteinander
vergleichen, sie konnten nicht mehr sagen: , F) verhilt sich zu F; wie m
zu n“ (mit natirlichen Zahlen m,n). Sie konnten also auch nicht mehr
den ehrwiirdigen Satz aussprechen ,,Zwei Kreise verhalten sich zueinander
wie die Quadrate iiber ihren Durchmessern®.

Nicht weniger bestiirzend war das Dunkel, das sich nun iiber die Struk-
tur der geometrischen Groflen legte. Sollte man sich in Anlehnung an
die physikalische Atomistik etwa eine Strecke aus kleinsten, unteilbaren

1Bertrand Russell: History of Western Philosopliy, London 1961, S.49
2Niheres iiber Pythagoras und die Hintergriinde des ,Alles ist Zahl“-Theorems in dem Buch des Ver-
fassers Als die Gétter lachen lernten. Griechische Denker verindern die Welt, Miinchen-Ziirich 1992
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(aber ausgedehnten) Teilchen aufgebaut denken, gewissermafien als eine
Perlenschnur? Aber bei einer solchen ,geometrischen Atomistik* konnte
es keine Inkommensurabilitit geben: Die Lingen zweier ,Perlenschniire“
wiirden sich ja immer verhalten wie die Anzahlen ihrer ,Perlen“. Blieb
also nur der Ausweg, eine Strecke aus ausdehnungslosen Teilen aufzu-
bauen. Aber wie konnte eine ,Summe* von Ausdehnungslosem etwas
Ausgedehntes ergeben? Solche Probleme - fiir sie steht der Name des
yuniiberwindlichen* Dialektikers und Paradoxenschmiedes Zenon von Elea
(1. Halfte des 5. Jahrhunderts v. Chr.)® ~ quilten noch im 17. Jahrhundert
die Schopfer der Infinitesimalrechnung.

Das Phanomen der Inkommensurabilitit war elektrisierend, und der acht-
zigjahrige Platon riet denn auch zu haufigen Gespriachen iiber diesen, wie
er meinte, faszinierenden Gegenstand: , Alte Leute konnen sich damit viel
reizvoller unterhalten als mit dem Brettspiel.“!

In dieser prekidren Situation brachte ein Geist ersten Ranges die Wende:
Eudoxos von Knidos, geb. um 408 v. Chr. Eudoxos schuf eine geniale
Proportionenlehre, die das geometrische Gegenstiick zu einer (bis tief
in das 19. Jahrhundert fehlenden) Theorie der irrationalen Zahlen ist.
Mit ihr in der Hand konnte man nun wieder guten Gewissens von dem
Verhdltnis geometrischer Gebilde reden, und so ausgeriistet entwickelte
Eudoxos als nédchstes eine Methode, die strenge Beweise von Proportio-
nalsitzen erlaubte, also von Sitzen wie ,,Zwei Kreise verhalten sich zuein-
ander wie die Quadrate iiber ihren Durchmessern“. Im 17. Jahrhundert
hat man sie auf den ganz ungliicklichen Namen ,, Exhaustionsmethode*,
»Ausschopfungsmethode" getauft. Sie beruht auf einem Satz, den man
» Wegnahmesatz“ nennen kann, und der im wesentlichen besagt, da man
durch fortgesetztes Halbieren einer ersten Grofie immer unter eine zweite
(gleichartige) Grofle gelangen kann. Ich deute nun an, wie Eudoxos den
Kreisesatz bewiesen hat.’

Im ersten Schritt denkt sich Eudoxos einen Kreis i und eine beliebige
Grofle € vorgegeben und beschreibt ihm ein regelmifliges Polygon P mit

(1) K\P<e

ein. Das ist ihm dank des Wegnahmesatzes maglich.

3S. die Texte in Oskar Becker: Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwicklung, suhrkamp
taschenbuch wissenschaft 114, Frankfurt/M. 1975, S. 41-43

‘Platon: Gesetze 820c

%Es geht mir dabei nur um die Struktur des Beweises. Eine detaillierte Ausfiihrung findet man in
meinem Lehrbuch der Analysis, Teil £, 8. Aufl. Stuttgart 1993, S. 638f.
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Im zweiten Schritt betrachtet er zwei Kreise K, K9 mit den Durchmessern
d,, d;. Die Behauptung lautet

(2) Ky :Ky=d}:dj

Und nun kommt die typische Schlulweise: der doppelte Widerspruchs-
beweis. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann wéire mit einer
gewissen Flachengrofle F # K, gewifl

(3) K):F=d:d.
Wegen F # K; mufl
entweder F < K, oder F > K,

sein. Und nun wird jede dieser beiden Annahmen mittels (1) zu einem
Widerspruch gefiihrt. Also gilt tatsichlich (2).8

Uns Spateren mag es scheinen, als lige dieser Methode unser Grenzwert-
begriff zugrunde. Vom griechischen Standpunkt aus ist dies jedoch keines-
wegs der Fall. Die Griechen haben den Grenzwertbegriff niemals formuliert
(so sehr sie iiber alles redeten, was sie dachten). Ja, sie haben noch nicht
einmal unendliche Folgen ins Auge gefafit, erst recht nicht die Endsticke
unendlicher Folgen, die doch beim Begriff des Grenzwertes die Hauptrolle
spielen. An die Stelle eines Konvergenzarguments tritt denn auch etwas
ganz anderes: ein doppelter Widerspruchsbewezs.

Der uniibertroffene Meister der Exhaustionsmethode ist Archimedes von
Syrakus gewesen (287-212 v. Chr.). Aber dieser geniale Mann ist noch
aus einem anderen Grunde fiir uns interessant. Die Exhaustionsmethode
konnte nur eine Beweis-, keine Entdeckungsmethode sein; sie griff erst,
wenn das Ergebnis schon vorlag (dhnlich wie die Methode der vollstdndi-
gen Induktion). 1906 wurde seine Schrift Die mechanische Methode ent-
deckt, in der er uns ein Verfahren zum Finden von Ergebnissen ausein-
andersetzt. ,,Es ist nidmlich leichter*, schreibt er einleitend, ,,wenn man
durch diese Methode vorher eine Vorstellung von den Fragen gewonnen
hat, den Beweis herzustellen, als ihn ohne eine vorlaufige Vorstellung zu
erfinden.“” (Diesen Fingerzeig eines der Groflen unserer Wissenschaft kann
man auch in der Lehre nicht ernst genug nehmen.) Der Grundgedanke des
Verfahrens ist, sich ebene Gebilde aus , Linienelementen“ und rdumliche

$Die Eudoxische Proportionenlehre und ,,Exhaustionsmethode* sind uns durch Euklids Elemente iiber-
liefert; s. dort die Biicher V und XII.
7 Archimedes: Werke, Darmstadt 1983, S. 383




aus ,Flachenelementen“ aufgebaut zu denken, dhnlich wie ein Gewebe aus
Féaden und ein Buch aus Seiten zusammengesetzt ist. Archimedes scheint
hier der verpénten ,geometrischen Atomistik“, der spiter so genannten
Theorie der ,,Indivisibeln“ (griech. atomos = lat. indivisibilis = deut. un-
teilbar) zu fronen — aber anders als die Mathematiker des 17. Jahrhun-
derts hat er seine ,mechanisch“ gefundenen Ergebnisse stets mit strengen
Exhaustionsbeweisen untermauert.

In der Renaissance wurde die griechische Philosophie und Wissenschaft zu -

neuem Leben erweckt; zur philosophischen Leitfigur wurde der ,,gottliche
Platon, zur mathematischen der ,géttliche Archimedes®. (Mit dem Ad-
jektiv ,gottlich“, divus, ging die Renaissance nicht eben sparsam um.) Mit
Platon - im Kern seines Denkens ein reinbliitiger Pythagoreer® - drang
wieder die alte pythagoreische Lehre vor, die Welt sei mathematisch gebaut
und geordnet. Die Manner, die diese Ideen mit Feuer propagierten, waren
vor allem Galilei (1564 — 1642) und der nur wenig jiingere Kepler (1571-
1630). ,Das Buch der Natur ist in mathematischer Sprache geschrieben®,
verkiindet Galilei,? und Kepler ruft enthusiastisch aus:

Die Geometrie, vor der Entstehung der Dinge von Ewigkeit her
zum gottlichen Geist gehérig,...hat Gott die Urbilder fiir die
Erschaffung der Welt geliefert und mit dem Bild Gottes ist sie
in den Menschen iibergegangen.!?

Uns Heutigen erscheint die Mathematisierung der Physik als pure Selbst-
verstindlichkeit. In Galileis und Keplers Tagen war sie nichts dergleichen.
Sie mufite erst noch in leidenschaftlichen Kdmpfen durchgesetzt werden
gegen das lahmende Verdikt des immer noch michtigen Aristoteles, die
Mathematik sei in der Naturwissenschaft zu nichts niitze, denn die grobe
Natur fiige sich nicht den iiberfeinerten Formen der Mathematik.!!

Die wirkliche Welt, der sich die Renaissance nach den Jenseitssehnsiich-
ten des Mittelalters wie berauscht zuwandte, ist eine Welt der Bewegun-
gen. (Das hatte schon Heraklit von Ephesos im 6. Jahrhundert v. Chr.

8S. etwa Aristoteles: Metaphysik 987a

%Galilei: Il saggiatore 6

'%Johannes Kepler: Weltharmonik, iibers. und eingel. von Max Caspar, Miinchen 1990, Buch IV, Kap. 1,
S. 214

! Aristoteles: Metaphysik 995a; Galilei: Dialog iiber die beiden hauptsichlichsten Weltsysteme, Stutt-
gart 1982, S. 14 und 215
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gelehrt.) Bewegung mufite also ein Hauptobjekt der neuen mathemati-
sierten Naturforschung werden — und so geschah es bei Kepler und Ga-
lilei tatsichlich. Damit wurde die Tiir zu dem aufgestoflen, was spéter
_Infinitesimalrechnung“, noch spéter ,Differential- und Integralrechnung"
hieB. Bei seiner Untersuchung der Flichengeschwindigkeit eines Planeten
beweist Kepler im 40. Kapitel der Nova Astronomia (1609) die Archime-

dische Formel F = -12-U r fiir die Fliche F eines Kreises mit Umfang U

und Radius r — aber ganz anders als Archimedes!? tut er es mittels einer
_Infinitesimalbetrachtung: Er interpretiert den Kreis als ein reguléres
Polygon mit unendlich vielen Ecken, denkt sich Radien zu diesen Ecken
gezogen und fafit nun die Kreisfliche als Summe der so entstehenden, un-
endlich vielen infinitesimalen Dreiecke mit Grundlinien AU und Héhen r
auf: hierbei ist AU ein als geradlinig angesehener, unendlich kleiner Teil
der Kreisperipherie. Indem er nun auf jedes dieser Dreiecke die Formel

Inhalt = = AU - r anwendet und alle diese Inhalte addiert, erhilt er ohne

jede Miithe das Archimedische Resultat. Diesen Husarenritt kommentiert
er mit den Worten: ,Ich erinnerte mich, dafl in derselben Weise einst
auch Archimedes den Kreis in unendlich viele Dreiecke zerlegte, als er das
Verhiltnis des Umfangs zum Durchmesser zu bestimmen suchte. Das ist
ja der versteckte Sinn seines indirekten Beweises.“!3 Archimedes wird sich
im Grabe umgedreht haben.

Direkte Methoden dieses Schlages statt der indirekten ,,Exhaustions®ver-
fahren benutzt Kepler sechs Jahre spiter in seinem Buch mit dem irdi-
schen Titel Nova stereometria doliorum vinariorum (Neue Stereometrie
der Weinfisser, 1615). Das Werk ist in Linz entstanden; Kepler hat da-
mals iiber Fragen der Volumberechnung nachgedacht, weil er unzufrieden
mit den kruden Methoden war, die von den dortigen Winzern zur Inhalts-
bestimmung von Weinfissern benutzt wurden. Kepler war ein sparsamer
Schwabe (nach eigenem Bekunden ,in Geldsachen allzu zéh, im Wirtschaf-
ten hart“!4) und wollte sich wohl durch Mathematik vor den &sterreichi-
schen Winzern schiitzen.!> Das Buch geht iiber diesen handfesten Zweck
aber weit hinaus; es enthéilt eine enorme Fiille von Volumbestimmungen,
die alle mit ,modernen” infinitesimalen Prozeduren bewerkstelligt werden.

12G den Satz I und seinen Beweis in der Kreismessung des Archimedes; sie ist abgedruckt in Archimedes:
Werke, Darmstadt 1983

13Johannes Kepler: Neue Astronomie, iibersetzt und eingeleitet von Max Caspar, Miinchen 1990, S. 246

14Johannes Kepler: Selbstzeugnisse, Stuttgart und Cannstatt 1971, S. 17

185 dazu Johannes Kepler: Neue Stereometrie der Fisser, Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaf-
ten 165, Leipzig 1908, S. 99f.




(Die Kugel z. B. fafit Kepler als eine unendliche Summe infinitesimaler Ke-
gel mit Spitzen im Mittelpunkt auf.) Die Nova stereometria hatte denn
auch einen schwer zu iiberschitzenden Einflu auf die heranwachsende
wInfinitesimalrechnung* des 17. Jahrhunderts; der bedeutende Mathema-
tikhistoriker Moritz Cantor hat sogar gemeint, sie sei ,die Quelle aller
spiteren Kubaturen geworden“.!®

Die Keplerschen Methoden diirften auch Galilei beeinflufit haben. Jeden-
falls gelingt dem Italiener mit ihrer Hilfe 1632 erstmals die Losung ei-
ner Bewegungsdifferentialgleichung, bescheidener gesagt: Er gewinnt aus
dem Geschwindigkeitsgesetz v = bt durch ,Integration“ das Weggesetz
s = (1/2)bt?. Die in Fig. 1 eingezeichneten Parallelen zur v-Achse sind die
Geschwindigkeiten des bewegten Korpers K. Diese Parallelen fafit Galilei
aber auch als die ,,Geschwindigkeitsmomente* von K auf, d. h. als die in-
finitesimalen Strecken, welche K in einem unendlich kleinen Zeitintervall
durchlduft. (Er hat wohl eine solche Parallele als ein schmales Rechteck
der Hohe v und der kleinen Breite At interpretiert, dessen Inhalt vAt
ndherungsweise den im Zeitintervall At durchlaufenen Weg angibt; ,,Ein
sehr schmales Rechteck ist kaum etwas anderes als eine Linie*, hat um
diese Zeit John Wallis nonchalant gesagt.!”) Nach der Indivisibelnhypo-
these ist die in F'ig. 1 schattierte Fliche S die ,Summe* aller Parallelen zur

-~

Figur 1

v-Achse. Aus der Deutung der letzteren als ,,Geschwindigkeitsmomente*

18Moritz Cantor: Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, Nachdruck der 2. Aufl. von 1900, Stutt-
gart 1965, Bd. 11, S. 823

17Zitiert nach Carl B. Boyer: The History of the Calculus and its Conceptual Development, ed. New
York 1959, S. 170f.
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folgt damit, da88 der von K in der Zeit T zuriickgelegte Weg durch S
wiedergegeben wird, also = (1/2)T - bT = (1/2)bT? ist.!®

Es lohnt nicht, iiber den Unterschied zwischen infinitesimalen und in-
divisiblen geometrischen Gebilden zu griibeln; man kann eigentlich nur
konstatieren, dal er von Anfang an niemandem klar war. Wer versucht
ist, die Indivisibeln fiir irgendwie ,diinner zu halten als die Infinitesi-
malien, moge sich durch das oben mitgeteilte Wort von John Wallis war-
nen lassen; er moge auch daran denken, da der grofie Philosoph Tho-
mas Hobbes (1588-1679) meinte, Linien hitten immer eine gewisse Breite
und Oberflichen eine gewisse Dicke.!® Wichtiger ist, dafi Galilei von der
Kraft der Indivisibelnmethode so iiberzeugt war, daf er seinen Freund Bo-
naventura Cavalieri (1598(7)-1647) dazu dréngte, sie weiter auszubauen.
Dieser veroffentlichte 1635 sein einflufireiches und ausnehmend dunkles
Buch Geometria indivisibilibus continuorum nova gquadam ratione pro-
mota (Geometrie, vorangebracht durch die neue Methode der Indivisi-
beln der Kontinua). In ihm versucht er, die etwas anriichige nova ratio
zu systematisieren. Sein wichtigstes Resultat ist das Cavalierische Prin-
zip: Wenn zwei Raumkdrper, die auf einer Ebene E stehen, in jeder Hohe
flichengleiche Schnitte parallel zu E haben, so sind sie auch volumengleich.
Dunkel war Cavalieris Buch, weil er nirgendwo eine fafiliche Erkldrung
der Indivisibeln gab. Zw&lf Jahre spéter schob er das schon erwihnte
suggestive Bild nach, da8 eine ebene Figur aus parallelen Strecken auf-
gebaut sei wie ein Gewebe aus Faden und eine raumliche aus parallelen
Flichen wie ein Buch aus Seiten — wobei man sich freilich die geometri-
schen Fiden und Seiten unendlich diinn und in ,unbestimmter“ Anzahl
vorstellen miisse.? Cavalieri wurde schon von seinen Zeitgenossen heftig
kritisiert; iiberdies warf man ihm noch vor, er habe Keplers Nova stereo-
metria stillschweigend gepliindert; seine Indivisibeln seien eigentlich nichts
anderes als Keplers Infinitesimalien. Cavalieri empfahl dennoch seine Me-
thode mit grofier Unbekiimmertheit, weil sie eben ungleich bequemer sei
als die schwerfillige Exhaustion, und schliefllich konterte er mit einem bi-
zarren zweiten Cavalierischen Prinzip: ,, Strenge ist Sache der Philosophie,
nicht der Mathematik“.?!

18Galilei: Dialog iiber die beiden hauptsichlichsten Weltsysteme, Stuttgart 1982, S. 243-245. In dem
Beweis findet sich iibrigens schon vor Descartes und Fermat der Grundgedanke der analytischen Geome-
trie. Der Aristoteliker Simplicio kontert das Ganze mit seinem Lieblingsargument: ,Man braucht in der
Naturwissenschaft nicht die exquisite mathematische Strenge anzuwenden.“

19Thomas Hobbes: English Works, Bd. VII, S. 67, 200ff., 438. S. dazu Carl B. Boyer, a. 2. O., S. 176

20Cavalieri: Exercitationes geometricae sex, S. 239f.

21Cavalieri, a. a. 0., S. 241




Die Methoden Keplers und Cavalieris waren eine radikale Abkehr von der
Miihsal der Exhaustion. Zahlreiche andere Mathematiker versuchten, das
antike Verfahren zwar nicht geradezu abzuschaffen, aber doch so zu modifi-
zieren, dafl es weniger driickte, insbesondere versuchten sie, den doppelten
Widerspruchsbeweis zu ersetzen durch ein frontales Grenzwertargument.
Da man aber von ,Konvergenz“ nur die verschwommensten Vorstellun-
gen hatte, konnten die Grenziiberginge kaum anders als ruchlos vollzogen
werden. Archimedes war zwar allen das grofle Vorbild — nacheifern aber
wollte ihm niemand. Es mochte geniigen, ihn anzubeten.

Neben den Inhaltsproblemen gab es noch das Tangentenproblem. Auch
dieses Problem war klassischen Ursprungs: Archimedes hatte Tangenten
an seine Spirale, der etwa 25 Jahre jiingere Apollonios Tangenten an Ke-
gelschnitte konstruiert. 1618 entdeckte Willebrord Snell das ,,Snelliussche
Brechungsgesetz“; das Problem der Bestimmung von Normalen (und da-
mit von Tangenten) wurde hinfort fiir die Konstrukteure von Mikroskopen
und Teleskopen von gréfiter Bedeutung. René Descartes (1596 — 1650)
nannte das Tangentenproblem iiberschwenglich ,,das niitzlichste und all-
gemeinste Problem*, das er kenne.”? Er konnte noch nicht wissen, da die
Italiener einmal die sehr niitzlichen und sehr allgemeinen Schmiergelder
zum Entsetzen jedes Mathematikers tangenti nennen wiirden.

Alle groflen Mathematiker des 17. Jahrhunderts haben sich mit dem
Tangentenproblem beschiftigt; dabei benutzen sie immer Pseudo-
grenziiberginge. Diese Limesprozesse, die keine sind, bestehen darin, da8
man Terme, die man als ,unendlich klein* im Vergleich zu anderen emp-
findet, einfach unter den Tisch fallen 148t. Im Ergebnis ist das alles nicht
falsch; die Bestimmung der Ableitung lauft im Grunde so ab, wie wir heute
die Ableitung definieren: Wir schreiben

" fa 1)~ 1)

und wenn r(h) — 0 strebt fir h — 0, dann sagen wir, f besitze an der
Stelle z die Ableitung a. Im 17. Jahrhundert schrieb man auch (4) hin
(in der Regel fiir ein Polynom f, so da man r(h) explizit ausrechnen
konnte), erkannte, daB (k) fiir kleine h sehr klein war (weil es Potenzen
von h enthielt) und strich r(h) nun einfach weg; denn, wie Barrow (1630-
1677), Newtons Lehrer in Cambridge, sagte, ,diese Glieder haben keinen

=a-+ r(h)’

22Zitiert nach Carl B. Boyer, a. 2. 0., S. 166
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Wert® (etenim isti termini nihil valebunt).?

Nicht etwa, daB scharfsinnige Geister das Ansté8ige solcher Prozeduren
nicht empfunden hitten! Es war James Gregory (1638-1675), der 1667 in
seiner Vera circuli et hyperbolae quadratura ausdriicklich darauf hinwies,
daB hinter all diesen mysteridsen Manipulationen eigentlich ein neuarti-
ger ProzeB stecke: eben der Grenzprozef, und dabei denn auch das Wort
_Konvergenz* einfiihrte. Aber viel Aufsehen erregte er nicht in dieser Zeit
einer piratenhaften Mathematik, die skrupellos aufs Beutemachen aus-
ging. Schwerer verstindlich ist schon, daf auch seine grofie Entdeckung
des Jahres 1668 unbeachtet blieb: da namlich das Flachen- und das Tan-
gentenproblem zueinander invers sind (was wir heute den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung nennen). Zwei Jahre spiter entdeckte
Barrow die Sache noch einmal, aber auch diesmal blieb sie ohne Wir-
kung. Sie war so sehr in Geometrie versteckt, dafl sie nicht als eine Haupt-
tatsache ins Bewufitsein trat.2* Das konnte sich erst dndern durch eine
,Arithmetisierung“, d. h., indem man an Stelle der iiberlieferten Geome-
trie die Buchstabenalgebra Vietas (1540 — 1603) und damit einhergehend
die von Fermat und Descartes um 1637 geschaffene analytische Geome-
trie setzte. In diesem Proze$ war John Wallis (1616 - 1703) mit seiner
Arithmetica infinitorum (1655) die treibende Kraft.?® Wie die Mathemati-
sierung der Naturwissenschaft ihren Widersacher in dem Philosophen Ari-
stoteles gefunden hatte, so fand die Arithmetisierung der Grenzprozesse
ihren Widersacher in dem Philosophen Thomas Hobbes: Wallis’ Buch fer-
tigte er als eine ,Kridtze von Symbolen“ ab. Auf Newton freilich hatte
diese , Kritze“ einen tiefgreifenden Einfluf.

Der Durchbruch zu allgemeinen Methoden und einem handlichen Kalkiil
gelang erst Newton und Leibniz. Von ihnen will ich nun sprechen.

Newton kam 1642, im Todesjahr Galileis, auf die Welt (was einen an die
Seelenwanderung glauben lifit). 1661 trat er in die Universitdt Cambridge
ein und warf sich unter Barrows Anleitung auf Mathematik und Natur-
wissenschaften. 1665/66 wurde die Universitdt der Groflen Pest wegen
geschlossen. Der Dreiundzwanzigjahrige zog sich in die Abgeschiedenheit
seines Heimatdorfes Woolsthorpe zuriick und dort, wo Fuchs und Hase

31gaac Barrow: Lectiones geometricae X, Abschnitt XIV, Regel 1

24Nihere Darstellung der Barrowschen Uberlegungen in meinem Lehrbuch der Analysis, Teil 2, 8. Aufl.,
Stuttgart 1993, S. 654f.

2515 diesem Buch fiihrt Wallis iibrigens das Unendlichkeitssymbol oo ein.




sich Gute Nacht sagen, legte er die Grundlagen seines calculus, seiner
Mechanik, Gravitationslehre und Kosmologie und entdeckte mit Hilfe ei-
nes Prismas, das er auf einem Jahrmarkt preiswert erstanden hatte, dafl
weifles Licht aus Spektralfarben zusammengesetzt ist. Jede einzelne dieser
Entdeckungen hitte fiir eine haltbare Unsterblichkeit ausgereicht.

Wie schon Galilei vor ihm, so geht auch Newton von dem Phénomen der

Bewegung aus. Bereits im November 1665 1ost er ein Problem, das wir so

formulieren kénnen?S:

Bewegen sich zwei Kérper A, B geméafl den Weg-Zeit-Gesetzen
z=1z(t), y=y(t),

besteht ferner eine Gleichung

(5) F(z(t),y(t)) =0,

so soll daraus eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten p,g von
A, B gewonnen werden. Seine Uberlegungen fiihrt Newton an der Glei-
chung

(6) F(z,y) =az+ 2%~y =0

vor; leicht modifiziert verlaufen sie folgendermaflen: Er geht davon aus, -

da8l ein Korper sich in einer unendlich kleinen Zeitspanne o so bewegt, als
habe er konstante Geschwindigkeit; in einer solchen Zeitspanne legt also
A die Strecke po und B die Strecke go zuriick.?” Wegen (6) ist daher auch

a(z + po) + (z + po)* — (y + go)’ = 0.
Wenn wir (6) beachten und durch o dividieren, so folgt
ap + 2zp — 2yq + p*o — g*0 = 0.

Und jetzt kommt die charakteristische Schluiweise. Newton sagt: ,,Die
Terme, in denen o enthalten ist, sind unendlich viel kleiner als die, in
denen es nicht enthalten ist. Daher bleibt, wenn wir sie wegstreichen,

ap+ 2zp —2yq =0."
Das ist die gesuchte Beziehung zwischen p und q.

Hier sehen wir die arithmetischen Infinitesimalien in Aktion, diese exoti-
schen Zugochsen der friihen Analysis, die je nach Bedarf ein Etwas und

36Newtons Text (in deutscher Ubersetzung) ist abgedruckt in Oskar Becker, a. a. O., S. 146ff.
?7Das Symbol o fiir eine unendlich kleine GroBe stammt von James Gregory.
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ein Nichts sein kénnen. Newtons o ist zunédchst ein Etwas, und deshalb
darf er auch durch o dividieren. Nach der Division aber hat o seine Rolle
als ein Etwas ausgespielt und wird in ein Nichts verwandelt, also = 0 ge-
setzt. Ein scharfsinniger Bischof, nidmlich George Berkeley (1685-1753),
hat spéiter ironisch darauf hingewiesen, dafl Newton hier einen Taschen-
spielertrick praktiziert: Indem er o = 0 setzt, , vernichtet” er seine erste
Annahme o # 0, behdlt aber die Folgerungen aus thr bei. Und grimmig
fihrt der Gottesmann fort:

All das scheint mir eine hochst widerspruchsvolle Art der Be-
weisfiihrung zu sein, wie man sie in der Theologie nicht erlauben
wiirde.?8

Diese Worte erschienen allerdings erst 1734, sieben Jahre nach Newtons
Tod, und zwar in einer einflufireichen Schrift mit dem Endlostitel: Der
Analytiker oder eine Abhandlung, gerichtet an einen ungliubigen Ma-
thematiker, in der untersucht wird, ob der Gegenstand, die Prinzipien
und die Folgerungen der modernen Analysis deutlicher erfafit oder ein-
leuchtender hergeleitet sind als religiose Mysterien und Glaubenssdtze.
Mit dem ,ungldubigen Mathematiker“ war wohl Edmond Halley (1656-
1742) gemeint (der Entdecker des Halleyschen Kometen), der die Lehren
des Christentums ablehnte, weil sie ,,unbegreiflich“ seien. Diesen Hoch-
mut wollte Berkeley mit dem Hinweis dimpfen, dafl auch Mathematiker
wunbegreifliche Dinge [Infinitesimalien und das heikle Rechnen mit ihnen]

fiir wahr halten*.%®

In den beiden Pestjahren gewinnt Newton auch den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung, und auch ihn gewinnt er durch kine-
matische Betrachtungen. Newton stellt sich das Problem, ,die Natur einer
gekrimmten Linie zu bestimmen, deren Flache durch irgendeine Gleichung
ausgedriickt wird“.3® Zu diesem Zweck geht er so vor: y sei die Fliche un-
ter der Kurve ¢ = f(x) (s. Fig. 2). Das Rechteck ADEB habe die Hohe 1,
seine Fliache ist also = z. Die beiden Flachen z,y denkt er sich dadurch

28George Berkeley: Schriften iiber die Grundlagen der Mathematik und Physik, eingeleitet und iibersetzt
von Wolfgang Breidert, suhrkamp taschenbuch wissenschaft 496, Frankfurt/M. 1985, S. 97f.

George Berkeley, a. a. 0., S. 141

30Newton hat die mathematischen Ergebnisse seines Aufenthaltes in Woolsthorpe in einem Manuskript
zusammengestellt, das erst in unseren Tagen unter dem Namen The October 1666 Tract on Fluzions im
Druck erschienen ist. Man findet diesen Text in der von D. T. Whiteside herausgegebenen Sammlung The
Mathematical Papers of Isaac Newton, Cambridge 1967fT., Bd. I, S. 400-448. Fiir den ,Hauptsatz“ s. dort
S. 4271
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erzeugt, dafl sich die Linie C BE mit der konstanten Geschwindigkeit p = 1
von links nach rechts bewegt. Und nun sagt er:

Die Geschwindigkeiten, mit der [die Flichen z und y] wachsen,
verhalten sich wie BE zu BC. Da aber die Bewegung [Geschwin-
digkeit], mit der = wichst, gleich BE = p = 1 ist, wird die
Bewegung, mit der y wichst, gleich BC = ¢ sein.

Mit anderen Worten: Die zeitliche Anderungsrate j der Fliche y ist gleich
der Ordinate f(z); und da diese zeitliche Anderungsrate wegen z = 1 mit
der értlichen iibereinstimmt (y = y/& = dy/dz), haben wir

Z—: = f(z).

Das ist der Hauptsatz in der Flichensprechweise. Und daraus schliefit
Newton nun ohne weiteres, da man umgekehrt die Fliche y, modern
ausgedriickt, durch unbestimmte Integration finden konne.

C

Figur 2

Newtons bahnbrechender Gedanke ist hier, eine Fliche nicht mehr in der
Tradition von Jahrtausenden als etwas statisch Gegebenes anzusehen, son-
dern in etwas Werdendes zu verwandeln, dabei ihr Anderungsverhalten zu
studieren und sie dann durch ,,Antidifferentiation* aus ihrem Anderungs-
gesetz zu rekonstruieren. Mit all dem war nun endlich die Moglichkeit
eréffnet, die geometrischen Flachenbestimmungen kalkilmdfig zu bewerk-
stelligen. Man brauchte ja nur Formeln und Regeln der Differentiation
und darauf fuflende Formeln und Regeln der Antidifferentiation zu gewin-
nen. Diese neuen Algorithmen stellen den ersten echten Fortschritt iiber
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Archimedes hinaus dar. Durch all dies wuchsen die unzusammenhangen-
den geometrischen Aperqus des 17. Jahrhunderts fast iiber Nacht zu einer
neuen, selbstiandigen Disziplin mit eigenen Begriffen und Methoden zu-
sammen: dem calculus, der Rechnung®. Der Name selbst driickt schon
aus, wo man das Revolutionire des Neuen gesehen hat: Geometrische
Inspiration wurde ersetzt durch regelhafte Rechnung.

Zum algorithmischen Nerv des calculus wurden die Potenzrethen. Be-
reits 1665 hatte Newton durch halbmystische Betrachtungen die binomi-
sche Reihe (ohne Konvergenzbedingung) entdeckt und mit ihrer Hilfe viele
Funktionen in Potenzreihen entwickelt. Da er auch die Differentiations-
formel

n
dz = g

dz
gefunden hatte und Potenzreihen unbedenklich gliedweise differenzierte
und integrierte, fielen nun praktisch alle gingigen Funktionen ohne weite-
ren Aufwand seinem calculus anheim. Newton sah denn auch zu Recht in
der Potenzreihenmethode das Herzstiick der neuen ,Rechnung®.

Vorherrschend ist bei Newton, wie schon gesagt, der Bewegungsgedanke.
Seine Funktionen hingen denn auch immer von der Zeit ab, und des-
halb nennt er sie ,Fluenten®, ,Fliefende“, ihre Veranderungsgeschwindig-
keiten heiflen ,Fluxionen®; sein calculus tragt deshalb auch den Namen
Fluxionsrechnung®.

Newton ist es bei Infinitesimalbetrachtungen nie recht wohl gewesen. In
seiner Abhandlung De quadratura curvarum®® versucht er denn auch, das
mysteriose . Unendlichkleine® zu verbannen, und greift das von ihm selbst
praktizierte Streichen der o-Terme mit den beriihmten Worten an: ,In
der Mathematik diirfen selbst die kleinsten Fehler nicht vernachléssigt
werden.“3? Newton ahnt, daB all diese Schwierigkeiten nur durch einen
véllig neuen Prozef, eben den Grenzprozef, iiberwunden werden konnen.
Um ihn hat er intensiv gerungen und hat etwas wie eine Grenzwerttheorie
unter dem Namen Methode der ersten und letzten Verhiltnisse im Buch I
seines epochalen Hauptwerks Principia mathematica philosophiae natura-
lis (1687) aufgestellt.*’

31 Fertiggestellt 1693, veroffentlicht erst 1704

32()gkar Becker, a. a. 0., S. 154

331gaac Newton: Mathematische Prinzipien der Naturlehre, hrsg. von J. Ph. Wolfers, Darmstadt 1963,
S. 46-54
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Hier muB8 man zunichst eine hochst ritselhafte Tatsache vermerken: New-
ton setzt in den Principia, also in dem Grundbuch der modernen Dyna-
mik, den Apparat der Fluxionsrechnung iiberhaupt nicht ein, so sehr er
diesen doch gerade zur Bewiltigung von Bewegungsproblemen geschaffen
hatte. Ganz allein mit der klassischen Geometrie kann er natiirlich nicht
auskommen, in irgendeiner Weise muf er, da es in seinem Buch um Be-
wegungen geht, Grenzbetrachtungen durchfiihren. Da ihn nun aber keine
der iiberlieferten Methoden befriedigt, entwickelt er seine eigene Methode
der ersten Verhdltnisse entstehender und letzten Verhdltnisse verschwin-
dender Griflen und stellt sie in einer Reihe von Lemmata dar. Wir blicken
in die Schwierigkeiten dieses Komplexes hinein, wenn wir lesen:

Diese Lemmata wurden vorausgeschickt, um die Miihsal der ver-
wickelten Widerspruchsbeweise nach der Art der alten Geome-
ter zu vermeiden.3* Die Beweise mittels der Indivisibelnmethode
sind zwar kiirzer, aber da die Hypothese der Indivisibeln etwas
anst6fig ist und deshalb diese Methode als weniger geometrisch
[mathematisch] angesehen wird, habe ich es vorgezogen, die Be-
weise der folgenden Sitze auf die ersten und letzten Summen und
Verhiltnisse entstehender und verschwindender Groflen zuriick-
zufiihren.%

Warum ist ,die Hypothese der Indivisibeln etwas anstofig“? Weil die
geometrische Atomistik, wie er wenig spiter sagt, dem widerspricht, ,,was
Euklid im 10. Buch der Elemente iiber inkommensurable Gréfien bewiesen
hat“. Das im Kreis der Pythagoreer entdeckte Phinomen der Inkommen-
surabilitdt macht eben die geometrische Atomistik unmdéglich; das haben
wir schon gesehen. Eudoxos und Archimedes waren deshalb den miihse-
ligen Weg der doppelten Widerspruchsbeweise gegangen; Newton beginnt
stattdéssen, eine Grenzwertmethode zu entwickeln. Die Inkommensurabi-
litdt war ein grofles Movens der Mathematik.

Was ihm dabei vorschwebte, kénnen wir etwa folgendermafien beschrei-
ben. Sind zwei ,,verschwindende Gréflen“ gegeben, also zwei Funktionen
£(), g(2) mit

lim f(¢) = lim g(t) = 0,

t—to

34Er denkt hier an die doppelten Widerspruchsbeweise, mit denen Eudoxos und Archimedes dem Grenz-
prozeB aus dem Weg gingen.
351saac Newton, a. a. O., S. 53
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so will er nicht mehr den Quotienten

lim f(t)

t—ig

lim g(t)
betrachten — das war das verworrene Bemiihen der Infinitesimalmathe-
matiker, zu dessen Gelingen sie fallweise die Null als eine doch nicht ganz
und gar verschwindende Grifle ansehen mufiten —, vielmehr will er statt
dessen nun

berechnen. Dieser Grenzwert ist das ,,letzte Verhiltnis* der verschwinden-
den Gréflen f(t) und g(t). Das ,erste Verhéltnis“ entstehender Gréfien ist
begrifflich dasselbe. In Newtons Worten:

Die letzten Verhiltnisse, mit denen Gréflen verschwinden, sind
in Wirklichkeit nicht die Verhiltnisse letzter Grofien, sondern
Grenzwerte, denen sich die Verhéltnisse unbegrenzt abnehmen-
der Grofen stindig nahern und denen sie ndher kommen als ir-
gendeine vorgegebene Differenz, welche sie jedoch niemals iiber-
schreiten und auch nicht erreichen, bis die Groflen in infinitum
abgenommen haben.3¢

Schon diese Formulierung zeigt, wie schwer sich Newton mit der Idee des
Grenzwerts tut. Die ,e-Definition“ wirft zwar ihren Schatten voraus, aber
dann kommt die storende Vorstellung, daf8 ein Grenzwert nie dberschrit-
ten, nicht einmal erreicht wird — und diese Vorstellung hat in den Diskus-
sionen des folgenden Jahrhunderts eine uns kaum noch begreifliche Rolle
gespielt und das Verstindnis des Grenzwertbegriffs nachhaltig behindert.
Noch mehr zeigen die folgenden dunklen Worte, mit denen Newton ein
vorweggenommenes Bedenken auszurdumen versucht, wie mithsam dieser
gewaltige Geist mit einem Begriff ringt, den wir heute unseren Schiilern
und Studenten vielleicht doch etwas zu nonchalant auftischen:

Es konnte vielleicht eingewandt werden, daff es kein letztes
Verhiltnis verschwindender Grofien gibt, denn bevor die Gréflen
verschwunden sind, ist ihr Verhiltnis nicht das letzte, und
nachdem sie verschwunden sind, ist kein Verhéltnis vorhanden.

IJgaac Newton, a. a. 0., S. 54
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Aber mit demselben Argument kénnte man behaupten, dafl ein
Korper, der an einem bestimmten Ort ankommt und dort anhalt,
keine letzte Geschwindigkeit hat. Denn die Geschwindigkeit vor
der Ankunft des Kérpers an diesem Ort ist nicht seine letzte Ge-
schwindigkeit, nachdem er aber angekommen ist, gibt es keine
Geschwindigkeit mehr. Die Antwort ist jedoch leicht, denn un-
ter der letzten Geschwindigkeit wird diejenige verstanden, mit
der der Korper sich in genau dem Augenblick bewegt, in dem
er ankommt, nicht aber seine Geschwindigkeit, bevor er an sei-
ner letzten Stelle ankommt und die Bewegung aufhért, und auch
nicht die Geschwindigkeit danach. Die letzte Geschwindigkeit ist
also diejenige Geschwindigkeit, mit der er an seiner letzten Stelle
ankommt und mit der die Bewegung aufhért. Und in derselben
Weise ist unter dem letzten Verhiltnis verschwindender Gréfien
dasjenige Verhaltnis dieser Gréfien zu verstehen, mit dem sie ver-
schwinden, nicht dasjenige, bevor sie verschwinden oder nachdem
sie verschwunden sind.%

Indem er die ,ersten Verhiltnisse entstehender Groflen“ verwendet, defi-
niert Newton in De quadratura curvarum zum ersten Mal seine Fluxionen,
die ihm bisher als Geschwindigkeiten intuitiv verstindlich gewesen waren:

Fluxionen verhalten sich sehr genau wie die Zunahmen der Flu-
enten, die in gleichen, aber sehr kleinen Zeitriumen erzeugt wer-
den, und um genau zu reden: Sie stehen im ersten Verhéltnis der
gerade beginnenden Zunahmen.%

Das bedeutet in unserer Sprechweise: Sind z,y zwei Fluenten, so ist

y(t) _ . y(t+o) —y(t)
i(t) };I—I»% z(t + o) — z(t)

Ist z die Zeit selbst (z = t), so haben wir in dieser Formel gerade unsere
Definition der Ableitung y(t). Freilich nur dann, wenn Newton tatséchlich
einen Grenzibergang o — 0 vollzogen und nicht etwa nach einigen Umfor-
mungen des Differenzenquotienten, die er unter der Voraussetzung o # 0
macht, anschlieflend gegen ebendiese Voraussetzung einfach o = 0 gesetzt
hat. Gerade das aber hat ihm der kritische Bischof Berkeley vorgeworfen.

37]saac Newton, a. a. O., S. 54
38Qskar Becker, a.a. 0., S. 153
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Weidlich lustig macht sich Berkeley insbesondere iiber die Fluxionen von
Fluxionen, also iiber die hoheren Ableitungen. Es falle unserer Vorstel-
lungskraft schon sehr schwer, kommentiert er ironisch,

Zunahmen von flieBenden Grofen...im allerersten Ursprung
oder Anfang ihrer Existenz, bevor sie endliche Teilchen werden,
zu begreifen. Und noch schwieriger scheint es, die abstrakten Ge-
schwindigkeiten dieser entstehenden, unvollstindigen Wesenhei-
ten zu begreifen. Aber die Geschwindigkeiten der Geschwindig-
keiten. . . iibersteigen. . . jedes menschliche Verstdndnis. . . Die An-
fangsgeschwindigkeit einer Anfangsgeschwindigkeit, die entste-
hende Zunahme einer entstehenden Zunahme, d. h. von etwas,
das keine Grofe besitzt, — . ..die klare Vorstellung davon wird,
wenn ich nicht irre, als unméglich erkannt werden.

Etwas spiter sto8t er mit den beriihmten Worten nach:

Und was sind diese Fluxionen? Die Geschwindigkeiten ver-
schwindender Inkremente. Und was sind ebendiese verschwin-
denden Inkremente? Sie sind weder endliche Gréflen noch un-
endlich klein und doch auch nicht nichts. Diirfen wir sie nicht
die Gespenster abgeschiedener Groflen nennen.*

Ich komme zu Leibniz.

Er wurde 1646, vier Jahre nach Newton, geboren, studierte Jura und ging
1672 im Auftrage des Kurfiirsten von Mainz in diplomatischer Mission
nach Paris. Dort lernte er Huygens (1629-1695) kennen, arbeitete sich un-
ter seiner Anleitung tief in die zeitgendssische Mathematik hinein — und
erfand 1675/76 (also etwa zehn Jahre spiter als Newton) seine Version
des calculus. Die erste Verdffentlichung erschien freilich erst 1684. Ihr
barocker Titel lautete: Nova methodus pro mazimis et minimis, itemque
tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et sin-
gulare pro illis calculi genus (Eine neue Methode fiir Maxima und Minima,
auch fiir Tangenten, die weder durch gebrochene noch durch irrationale
Groflen behindert wird, und ein einzigartiger Kalkiil fiir jene).*! Die Ar-
beit betraf nur die ,, Differentialrechnung®; sie war so kurz, so dunkel und

39George Berkeley, a.a. 0., S. 89

*9George Berkeley, a. a. 0., S. 121

41Eine deutsche Ubersetzung findet man in Ostwald’s Klassiker der ezakten Wissenschaften 162, Leipzig
1920 '
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so sehr durch Druckfehler entstellt, dafl selbst die Briider Jakob und Jo-
hann Bernoulli meinten, sie sei eher ein Ritsel als eine Erklarung (une
énigme plutét qu’une explication’?). Zwei Jahre spiter (1686) erschien die
Darstellung seiner ,,Integralrechnung®, seines calculus summatorius. Der
anlockende Titel lautete: De geometria recondita et analyst indivisibilium
atque infinitorum (Uber eine tief verborgene Geometrie und die Analy-
sis der Indivisibeln und unendlichen Gréflen). 1693 zeigte er, wie man
Quadraturen auf ,inverse Tangentenprobleme“ (Bestimmung von Stamm-
funktionen) zurtickfiihren kann.

Ich will nicht ndher auf die Entwicklung des Leibnizschen Kalkiils einge-
hen, sondern nur so viel sagen, daf bei Leibniz nicht Bewegungsprobleme
im Vordergrund standen, sondern die ,klassischen* Tangenten- und In-
haltsprobleme und daf er sich ihnen auf dem Weg arithmetischer Ana-
logien (Differenzenfolgen, Summenfolgen) ndherte. Aber dazu hitte man
keinen Leibniz gebraucht, weil man schon einen Newton hatte. Neu, ori-
ginell und in héchstem MaSBe fruchtbar an dem Leibnizschen calculus war
etwas anderes: die genialen Bezeichnungen dz,dy, [ f(z)dz und die ein
fir allemal formulierten Rechenregeln. (Newton hatte sich um derartiges
wenig gekiimmert.) Allein schon hierdurch hat der Leibnizsche calculus
gewissermaflen eine eingebaute Intelligenz. Leibniz meinte denn auch, sein
Kalkiil flihre presque sans meditation zu Resultaten und enthebe einen der
Notwendigkeit, de travailler avec I’imagination.®3

Der Leibnizsche Kalkiil korrespondierte hervorragend ,,dem innersten We-
sen vielfach vorkommender Bediirfnisse“ (C. F. Gau8), und zwar sowohl
in der Mathematik als auch in der Physik: Die ,Differentialgleichungen®,
die damals tatsichlich Gleichungen zwischen Differentialen waren, etwa
dy = aydz, — diese Differentialgleichungen waren den Bediirfnissen der
Physik geradezu auf den Leib geschrieben und lésten denn auch eine
stiirmische Entwicklung gerade dieser Wissenschaft aus. Freilich nur auf
dem Kontinent. Die englischen Mathematiker und Physiker begingen den
selbstmérderischen Fehler, sich in dem elenden Priorititsstreit zwischen
Leibniz und Newton blindlings hinter ihren grofien Landsmann zu stel-
len und den auslidndischen calculus mit vaterlindischer Borniertheit zu
verwerfen. Die Folge war, daf8 die kontinentale Wissenschaft mit Riesen-
schritten an der englischen voriiberzog. Dieser Zustand dnderte sich erst
im Anfang des 19. Jahrhunderts. Damals wurde ausgerechnet in Newtons

42G. W. Leibniz: Mathematische Schriften, Hildesheim-New York 1971, Bd. III/1, FuBnote auf S. 5
43G. W. Leibniz: Mathematische Schriften, Bd. II, S. 123
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Universitit, in Cambridge, eine Gesellschaft mit der Absicht gegriindet,
die ,,Prinzipien des reinen d-Ismus einzufiihren in opposition to the dot-age
of the University“. Dot-age ist das Zeitalter der (Newtonschen) Punkte.
Der schwarze Humor des Programms tritt erst zutage, wenn man daran
denkt, dafl dotage (ohne Bindestrich) Altersschwachsinn heifit.

Seine ,Beweise* fiihrt Leibniz im Geist der Zeit mit Infinitesimalbetrach-
tungen, also mit Argumenten, die uns von dem frilhen Newton her ver-
traut sind. Sie muBten daher auf eine Kritik stoflen, wie sie diesem schon
entgegengeschlagen war. Der weltminnische Leibniz freilich schiittelte
sie leichter ab als der Griibler von Cambridge. Auf Fragen der Art, wie
sich unendlich kleine Gré8en denn von Null unterscheiden, warum man sie
vernachlissigen diirfe, als seien sie Null, und wie denn eine Summe unend-
lich kleiner Grofien ein Etwas ergeben kénne — auf diese sehr bohrenden
Fragen antwortete Leibniz sehr ausweichend. Abwiegelnd warnte er vor
,iibergenauen Kritikern“ und gab den Rat, man solle doch nicht aus iiber-
triebener scrupulositas die Friichte der Erfindungen verschméhen.*® Es
ist, als rede ein wiederauferstandener Cavalieri.

Nicht einmal vor fragwiirdigen Vergleichen schreckte Leibniz zuriick, um
seine Differentiale dem intuitiven Verstdndnis néher zu bringen, etwa in-
dem er sagte, dy verhalte sich zu y wie ein Sandkorn zur Erde oder wie
die Erde zum Himmel.#3 Es hatte sich iibrigens gut getroffen, da§ man
erst vor kurzem mit Hilfe des Mikroskops die aufregende Entdeckung von
Kleinstlebewesen in Wassertropfen gemacht hatte. Wie — sollte man die
Differentiale nicht auch mit diesen Winzlingen vergleichen diirfen? Johann
Bernoulli riskierte es, aber hier warnte ihn Leibniz: Diese animalcula seien
zwar sehr klein, aber unendlich klein seien sie noch nicht.%®

Kein Wunder, dafl Berkeley sich angesichts dieser Zustédnde zu seiner
schneidenden Kritik des calculus aufgerufen fiihlte. Bissig notierte er, diese
zuchtlose Rechnerei gelange zu ihren Wahrheiten nur durch eine Kompen-
sation der Fehler.4” Michel Rolle (1652 - 1719) meinte noch bissiger, der
calculus sei nichts als ein abgefeimtes System machiavellistischer Machi-
nationen: ,, Dans ce calcul on fait revivre et mourir les differentielles a
son gré, ne consultant en cela que les besoins qu’'en a pour la solution
des problemes.“*® Er selbst hat sich iibrigens beim ,Satz von Rolle* vor

44G. W. Leibniz: Mathematische Schriften, Bd. V, S. 320-328, insbes. S. 322
48G. W. Leibniz: Mathematische Schriften, Bd. IV, S. 89

46G. W. Leibniz: Mathematische Schriften, Bd. I11/2, S. 518 und 524
47George Berkeley, a. a. O., S. 104-106

48G. W. Leibniz: Mathematische Schriften, Bd. 111/2, S. 642
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solchen logischen Skrupellosigkeiten gehiitet, und zwar auf die probateste
Weise: Er hat iiberhaupt keinen Beweis gefiihrt, sondern den Satz einfach
hingeschrieben.

Leibniz hatte schon in seiner ersten Abhandlung zur Differentialrechnung
seinen calculus auf ein physikalisches Problem angewandt: Er hatte aus
dem Fermatschen Prinzip das Snelliussche Brechungsgesetz hergeleitet und
stolz hinzugefiigt:

Andere hochgelehrte Manner haben auf vielen gewundenen We-
gen gesucht, was jemand, der in diesem calculus bewandert ist,
in drei Zeilen wie durch Magie bewerkstelligen kann.*

Seinen eigentlichen Triumphzug durch die Physik aber begann der Leibniz-
sche calculus erst mit den Briidern Jakob und Johann Bernoulli. Leibniz
selbst hat schon 1694 von ihnen gesagt, sie seien die ersten gewesen, die
mit groftem Erfolg bezeugt hitten, wie enorm die Kraft des neuen cal-
culus sei, ,physiko-mathematische Probleme zu l6sen, zu denen die Tir
bisher verschlossen schien“.® Das geschah hauptsichlich mit dem Werk-
zeug einer sich mehr zufillig als systematisch entwickelnden Theorie der
Differentialgleichungen. 1690 l6ste Jakob Bernoulli mit diesen neuen Mit-
teln elegant ein Problem, das Huygens auf schwerfillige Art mittels klassi-
scher Geometrie schon bearbeitet hatte: das Problem der Isochrone (oder
Tautochrone). Sie erwies sich natiirlich, wie schon bei Huygens, als eine
Zykloide. Gegen Schlufl seiner Arbeit hatte Jakob eine Sache in Erinne-
rung gerufen, die schon Galilei vergeblich angegriffen hatte: das Problem
der Kettenlinie. Jakob hatte es mit seinem dreizehn Jahre jlingeren Bru-
der Johann auf einem Spaziergang in Basel hin und her gewendet. Der
fixe Johann l6ste es daraufhin rasch mit dem neuen calculus, erlebte damit
seinen ersten grofen Triumph iiber den bedéchtigen Bruder — und lief§
es diesen auch fiihlen! Der erste Rifi im Verhéltnis der beiden Briider war
da. Der zweite (und unheilbare) kam an einem Wendepunkt in der Ent-
wicklung des calculus, als ein Problem ganz neuer Art die Biihne betrat.

In jenen Tagen pflegten sich die Mathematiker mit offentlich gestell-
ten Aufgaben ,herauszufordern“ (provocare oder défier). Im Juni 1696
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veroffentlichte Johann als provocatio ein PROBLEMA NOVUM, zu des-
sen Losung er ,die tieferdenkenden” Mathematiker weinlud“. Es handelte
sich um das Problem der Brachistochrone. Johann gab den aufreizenden
Hinweis, die gesuchte Kurve sei den Geometern bestens bekannt (notis-
sima), und er, Johann, werde mit ihr herausriicken, wenn nach Ablauf des
Jahres kein anderer sie gefunden hitte.>

Der Termin war zu kurzfristig. Johann stellte die Aufgabe 1697 noch ein-
mal, und zwar ,,den scharfsinnigsten Mathematikern des ganzen Erdkrei-
ses*.? Diesmal gingen Lésungen ein, u. a. von Newton, Leibniz und auch
von Jakob. Die eleganteste Losung freilich hatte Johann selbst gefunden.
Er verwertete brillant eine Analogie zum Fermatschen Prinzip, gewann so
eine Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen und aus ihr die
Zykloide als Brachistochrone — also genau dieselbe Kurve, die sich bei
Huygens und seinem Bruder schon als Isochrone herausgestellt hatte.?
Wir kénnen uns leicht vorstellen, dal diese Entdeckung des mathematisch
Gleichen im physikalisch Ungleichen fiir Johann ein rauschhaftes Erlebnis
gewesen sein muBte; voller Stolz schreibt er denn auch (und stellt sich
dabei noch ein wenig iiber den Altmeister Huygens):

Zu Recht bewundern wir HUGENIUS, weil er als erster ent-
deckte, da8 ein schwerer Korper die gemeine Zykloide tauto-
chron durchliuft. . . aber ich weif§ nicht, ob Du nicht vor Erstau-
nen platterdings betdubt sein wirst, wenn ich sage, dafl genau
diese Zykloide, die Tautochrona Hugenia, unsere gesuchte Bra-
chistochrone ist.%*

Jakobs Losung war bei weitem nicht so elegant wie die seines Bruders, aber
sie war zukunftstrichtiger (ohne daf Johann das merkte). Jakob hatte er-
kannt, da8 hier ein Extremwertproblem neuer Art vorlag: Es ging nicht
mehr darum, in einer Menge von Punkten einen zu finden, in dem eine
Funktion einen Extremwert hat, sondern in einer Menge von Funktionen
eine zu finden, in der ein , Funktional* extremal wird. Und dieses vollig
neuartige Problem ging Jakob nicht mit einer zufillig sich einstellenden
Analogie, sondern auf viel breiterer Front an. Das gab seiner Arbeit den
Anstrich der Umsténdlichkeit und Schwerfélligkeit — und Johann konnte
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sich nicht genug dariiber mokieren -—, aber sie war der Anfang der Variati-
onsrechnung und darf deshalb ein Markstein in der Mathematikgeschichte
genannt werden.

Jakob, von seinem Bruder vielfach gereizt, jetzt aber im Besitz einer
tragfihigen Methode, forderte nun seinerseits den Uberheblichen mit ei-
nem neuen Variationsproblem heraus. Johann erledigte die Sache ,,in drei
Minuten* — freilich falsch. Jakob lief nicht locker: Héhnisch, erbarmungs-
los und 6ffentlich legte er dem Bruder die Daumenschrauben an und drehte
sie langsam, langsam immer weiter zu. Die Auseinandersetzung wurde
schlieBlich in einem Rinnsteindialekt gefiihrt, der den wissenschaftlichen
Journalen nicht mehr druckfihig schien. In dieser Atmosphére also ist die
imponierende Variationsrechnung entstanden.

Nach der Erfindung des Leibnizschen calculus begann die Pariser Aka-
demie damit, die altertiimlich-geometrischen Darstellungen der Newton-
schen Principia durch modern-analytische zu ersetzen. Johann Bernoulli
schloff sich diesen Bemiihungen an, fand dabei einige Irrtiimer in dem
Jahrtausendbuch und verbesserte sie. Newtons glilhendster Anhénger,
sein ,Kettenhund“ Keill, wollte dem Schweizer diese Majestatsbeleidi-
gung eintrinken und ,provozierte“ ihn dazu, die Bahn eines Projektils
in einem Medium zu bestimmen, dessen Widerstand dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit proportional ist. Johann konterte sofort mit der héhnischen
provocatio, der Schotte moge doch bitte dasselbe im Falle eines Wider-
standes tun, der irgendeiner Potenz der Geschwindigkeit proportional ist
— und wenn ihm das nicht gelinge, sollte er wenigstens seine Dummbheit
eingestehen.’® IKeill gab auf. Aus Querelen dieser Art ist die Ballistik
entstanden. Die Affire demonstriert drastisch, wie sehr die geschmeidige
Leibnizsche Mathematik schon zu Newtons Lebzeiten der englischen den
Rang ablief.

Es war iibrigens auch dieser unselige Keill gewesen, der die Lawine des
Prioritatsstreits zwischen Leibniz und Newton losgetreten hatte; der Streit
hitte gar nicht entstehen konnen, wenn Newton nicht geradezu krankhaft
publikationsscheu gewesen wire. Diesen Streit hatte die Royal Society
1712 mit Hilfe eines zweckdienlich besetzten Komittes entfacht; Newton
selbst war seit 1703 Prasident der Gesellschaft, tat aber so, als schwebe
er unbeteiligt iiber allem. Natiirlich stand Johann auf Leibnizens Seite.
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Schon aus persénlichen Griinden war er schlecht auf den Sekretidr der
Royal Society, Brook Taylor, zu sprechen: Die , Taylorsche Reihe® hatte
er namlich selbst als eine series universalissima der Sache nach schon
1694 vorgestellt, aber Taylor hatte dies in seinem Buch Methodus incre-
mentorum directa et inversa von 1715, in dem seine Reihe erscheint, mit
keinem Wort erwéhnt.

Nachdem Leibniz und Newton gestorben waren, galt Johann Bernoulli als
der grofite lebende Mathematiker (was er fiir richtig hielt). Sein Gliick
wurde freilich getriibt durch seinen Sohn Daniel, weil nimlich dieser und
nicht er, der Vater, einen begehrten Preis der Pariser Akademie gewonnen
hatte. Johann zog die unvermeidliche Konsequenz und warf den mifirate-
nen Sproflling aus dem Haus. Wenn Daniel nun in Basel erfahren wollte,
was sein Vater in Basel trieb, schrieb er nach St. Petersburg an seinen
Freund Euler, der seinerseits einen regen Briefwechsel mit Johann fiihrte.
Das war eine rohe Vorform der heutigen Satelliteniibertragung.

Mit Euler hebt eine neue Epoche des calculus an. Davon aber soll in
diesem Rahmen nichts mehr erzdhlt werden.
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